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gêŘĭƢêĭĕ�1ƿƚĕŘƍĸŢŘ��ƅŢąōĕŖ˵

¶ĳĸƍ�ƂƅŢąōĕŖ�ĸŘĬŢƅŖêōōǀ�ƅĕĬĕƅƍ�ƚŢ�ƚĳĕ�ĆêƂêąĸōĸƚǀ�ŢĬ�ĕƿƚĕŘčĸŘĭ�
ƚĳĕ�ƍǀŘƚêƿ�êŘč�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ�ŢĬ�êŘ�ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ōêŘĭƢêĭĕ�ƺĳĸōĕ�ƅĕƢƍĸŘĭ�
ĸƚƍ�ƍƂĕĆĸǏĆêƚĸŢŘ�˿ĕ˳ĭ˳ˮ�ĭƅêŖŖêƅƍˮ�ƍĕŖêŘƚĸĆ�ĸŘĬĕƅĕŘĆĕ�ƅƢōĕƍ̀�êŘč�
ĸŖƂōĕŖĕŘƚêƚĸŢŘ�˿ĕ˳ĭ˳ˮ�Ƃêƅƍĕƅƍˮ�ĸŘƚĕƅƂƅĕƚĕƅƍ̀˳

ʥ



�ƂƂƅŢêĆĳĕƍ�ĬŢƅ�
ƍŢĬƚƺêƅĕ�ōêŘĭƢêĭĕ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘ˵

ʦ



1ƿĸƍƚĸŘĭ��ƂƂƅŢêĆĳĕƍ�ĬŢƅ�gêŘĭƢêĭĕ�1ƿƚĕŘƍĸŢŘ

ʧ



1ƿĸƍƚĸŘĭ��ƂƂƅŢêĆĳĕƍ�ĬŢƅ�gêŘĭƢêĭĕ�1ƿƚĕŘƍĸŢŘ

�ōō�êƂƂōĸĆêąōĕ�êƚ�ƚĳĕ�ƍƂĕĆĸǏĆêƚĸŢŘ�êŘč�ĸŖƂōĕŖĕŘƚêƚĸŢŘ�ōĕƹĕōƍ˳�˿ề�Ŗĸƿĕƍ�ƢƂ�ƚĳĕ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘ�ĸŘƚŢ�
ƚĳĕ�ąêƍĕ�ōêŘĭƢêĭĕˮ�ƺĳĸōĕ�˿ą̀̅˿ĕ̀�ŊĕĕƂ�ƚĳĕŖ�ƍĕƂêƅêƚĕč�êŘč�Ƣƍĕ�ĕƿƂōĸĆĸƚ�ŢƂĕƅêƚŢƅƍ�˿ĕ˳ĭ˳ˮ�ƅĕĬĕƅĕŘĆĕƍˮ�
ƍƚêƚĸĆ˹čǀŘêŖĸĆ�ĸŘƚƅŢčƢĆƚĸŢŘ̀�Ţƅ�ĭōƢĕ�ĆŢčĕ˳

¶êƿŢŘŢŖǀ�ĸŘƍƂĸƅĕč�ĬƅŢŖ�1ƅčƺĕĭ˯�©˴˯�IĸêƅƅƢƍƍŢ˯��˴I˴˯�¡ĕŘčĕō˯�¶˴ˮ�gêŘĭƢêĭĕ�ĆŢŖƂŢƍĸƚĸŢŘ�ƢŘƚêŘĭōĕč˴�TŘˮ�g'¶��ʥʣʤʥ˴ ʨ



©ƂĕĆĸǏĆ�ĸŘƍ�êŘč�ŢƢƚƍ�ŢĬ
ƍŢĬƚƺêƅĕ�ōêŘĭƢêĭĕ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘ˵

ʩ



TŘƍ�êŘč�~Ƣƚƍ˵˵˵
Õĳǀ�˱

ʪ



TŘƍ�êŘč�~Ƣƚƍ˵˵˵
Õĳǀ�˱

Oêƅč�ƚŢ�ĕƹêōƢêƚĕ�êŘč�
ĆŢŖƂêƅĕ�ƚĳĕ�ƍƚƅĕŘĭƚĳƍ�
êŘč�ƺĕêŊŘĕƍƍĕƍ�ŢĬ�
ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ƍŢōƢƚĸŢŘƍ˴

ʫ



TŘƍ�êŘč�~Ƣƚƍ˵˵˵
g1��ĸƍ�êŘ�êƚƚĕŖƂƚ�ƚŢ�čĕǏŘĕ�

ōêŘĭƢêĭĕ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ĸŘ�ƚĳĕ�ĬŢƅŖ�
ŢĬ�ê�ƺĕōō̆čĕǏŘĕč�ƂƅŢąōĕŖ˴

ʬ



g1��ĸƍ�êŘ�êƚƚĕŖƂƚ�ƚŢ�čĕǏŘĕ�
ōêŘĭƢêĭĕ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ĸŘ�ƚĳĕ�
ĬŢƅŖ�ŢĬ�ê�ƺĕōō̆čĕǏŘĕč�ƂƅŢąōĕŖ˴

ʤʣ



¶ĳĕ�1ƿƂƅĕƍƍĸŢŘ��ƅŢąōĕŖ

�Ř�Ţōč�ƂƅŢąōĕŖ�ĭŢĸŘĭ�êƍ�Ĭêƅ�ąêĆŊ�êƍ�cŢĳŘ�¡ĕǀŘŢōčƍ�ĸŘ�ʤʬʪʨ˯�ĭĸƹĕŘ�ƚĳĸƍ�ŘêŖĕ�ĸŘ�ʤʬʬʫ˴

̍¶ĳĕ�̍ĕƿƂƅĕƍƍĸŢŘ�ƂƅŢąōĕŖ̎�˿1�̀�ĸƍ�ŘŢƺ�ê�ĆōêƍƍĸĆêō�ƂƅŢąōĕŖ�ĸŘ�ƂƅŢĭƅêŖŖĸŘĭ�ōêŘĭƢêĭĕƍ˳�Tƚ�
ƅĕĬĕƅƍ�ƚŢ�ƚĳĕ�čĸĬǏĆƢōƚǀ�ŢĬ�ƺƅĸƚĸŘĭ�čêƚê�êąƍƚƅêĆƚĸŢŘƍ�ƚĳêƚ�ĆêŘ�ąĕ�ĕêƍĸōǀ�ĕƿƚĕŘčĕč�ƺĸƚĳ�ąŢƚĳ�Řĕƺ�
ŢƂĕƅêƚĸŢŘƍ�êŘč�Řĕƺ�čêƚê�ƹêƅĸêŘƚƍ˳̎

̆̆��˴�~ōĸƹĕĸƅê�êŘč�Õ˴� ŢŢŊ˴�̎1ƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ĬŢƅ�ƚĳĕ�Ŗêƍƍĕƍˮ�ƂƅêĆƚĸĆêō�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ƺĸƚĳ�ŢąŇĕĆƚ�êōĭĕąƅêƍ̏˴�TŘ�1 ~~�̑ʤʥ˴

��

KWWS���KRPHSDJHV�LQI�HG�DF�XN�ZDGOHU�SDSHUV�H[SUHVVLRQ�H[SUHVVLRQ�W[W

ʤʤ

http://homepages.inf.ed.ac.uk/wadler/papers/expression/expression.txt


1�� ŢŘƍƚƅêĸŘƚƍ
ʤ˴ 1ƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ĸŘ�ąŢƚĳ�čĸŖĕŘƍĸŢŘƍˮ�Tƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�êčč�Řĕƺ�čêƚê�ƹêƅĸêŘƚƍ�êŘč�

êčêƂƚ�ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ŢƂĕƅêƚĸŢŘƍ�êĆĆŢƅčĸŘĭōǀ˴�HƢƅƚĳĕƅŖŢƅĕ˯�ĸƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�ĸŘƚƅŢčƢĆĕ�Řĕƺ�
ŢƂĕƅêƚĸŢŘƍ˴

ʥ˴ ©ƚƅŢŘĭ�ƍƚêƚĸĆ�ƚǀƂĕ�ƍêĬĕƚǀˮ�Tƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ĸŖƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�êƂƂōǀ�êŘ�ŢƂĕƅêƚĸŢŘ�ƚŢ�ê�čêƚê�ƹêƅĸêŘƚ�
ƚĳêƚ�ƚĳĕ�ŢƂĕƅêƚĸŢŘ�ĆêŘŘŢƚ�ĳêŘčōĕ˴

ʦ˴ sŢ�ŖŢčĸǏĆêƚĸŢŘ�Ţƅ�čƢƂōĸĆêƚĸŢŘˮ�1ƿĸƍƚĸŘĭ�ĆŢčĕ�ƍĳŢƢōč�Řĕĸƚĳĕƅ�ąĕ�ŖŢčĸǏĕč�ŘŢƅ�čƢƂōĸĆêƚĕč˴

ʧ˴ ©ĕƂêƅêƚĕ�ĆŢŖƂĸōêƚĸŢŘˮ� ŢŖƂĸōĸŘĭ�čêƚêƚǀƂĕ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘƍ�Ţƅ�êččĸŘĭ�Řĕƺ�ŢƂĕƅêƚĸŢŘƍ�ƍĳŢƢōč�
ŘŢƚ�ĕŘĆŢŖƂêƍƍ�ƅĕ̆ƚǀƂĕ̆ĆĳĕĆŊĸŘĭ�ƚĳĕ�ŢƅĸĭĸŘêō�čêƚêƚǀƂĕ�Ţƅ�ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ŢƂĕƅêƚĸŢŘƍ˴

ʨ˴ TŘčĕƂĕŘčĕŘƚ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ˪ˮ�Tƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�ĆŢŖąĸŘĕ�ĸŘčĕƂĕŘčĕŘƚōǀ�čĕƹĕōŢƂĕč�
ĕƿƚĕŘƍĸŢŘƍ�ƍŢ�ƚĳêƚ�ƚĳĕǀ�ĆêŘ�ąĕ�Ƣƍĕč�ŇŢĸŘƚōǀ˴

�0��=HQJHU�DQG�0��2GHUVN\��������,QGHSHQGHQWO\�H[WHQVLEOH�VROXWLRQV�WR�WKH�H[SUHVVLRQ�SUREOHP��,Q�)22/�¶���

ʤʥ



Õĳĸōĕ�ƚĳĕ�1��ĸƍ�Ŗĕƅĕōǀ�ê�ƂƅŢĭƅêŖŖĸŘĭ�ƂƅŢąōĕŖ�
ĆŢŘĆĕƅŘĸŘĭ�ƂƅŢĭƅêŖŖĕƅƍ�êŘč�ĬŢĆƢƍĸŘĭ�ŢŘ�ƚĳĕ�
ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ŢĬ�ê�ƍĸŘĭōĕ�čêƚêƚǀƂĕˮ�

ƚĳĕ�g1��ĸƍ�ê�©ŢĬƚƺêƅĕ�gêŘĭƢêĭĕ�1ŘĭĸŘĕĕƅĸŘĭ�̀©g1́�
ƂƅŢąōĕŖ�ĆŢŘĆĕƅŘĸŘĭ�ōêŘĭƢêĭĕ�ĕŘĭĸŘĕĕƅƍ�êŘč�ĬŢĆƢƍĸŘĭ�ŢŘ�
ƚĳĕ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ŢĬ�ōêŘĭƢêĭĕƍ�˿ĸ˳ĕ˳ˮ�ĭƅŢƢƂ�ŢĬ�ƚǀƂĕƍ̀˳

ʤʦ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

ʤʧ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�
Ɣ gêŘĭƢêĭĕƍ�êƅĕ�ĭƅŢƢƂ�ŢĬ�ŖƢƚƢêōōǀ�ƅĕĆƢƅƍĸƹĕ�̀čêƚế�ƚǀƂĕƍ�
Ɣ 1ƿƚĕŘƍĸŢŘ�ŖĕĆĳêŘĸƍŖƍ�ƅĕƄƢĸĕƅƚ�ƚŢ�ĕŘƍƢƅĕ�ê�ƍêĬĕ�êŘč�ĆŢŘƍĸƍƚĕŘƚ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ŢĬ�ąŢƚĳ�ƚĳĕ�

ƍǀŘƚêƿ�êŘč�ƚĳĕ�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ˯�êƚ�ƚĳĕ�ƍƂĕĆĸǏĆêƚĸŢŘ�êŘč�ĸŖƂōĕŖĕŘƚêƚĸŢŘ�̀ĸŘĆō˴�ōêŘĭƢêĭĕ�ƚŢŢōĸŘĭ́˴

Ɣ  ŢŘĆƅĕƚĕ�ĸōōƢƍƚƅêƚĸŢŘ�ĬƅŢŖ�~~˵��êĆŊ�ƚŢ�ƚĳĕ�ʬʣ̑ƍˮ��ƅƢĆĕ˯�e˴�˴˯�ÔêŘčĕƅƺêêƅƚ˯�c˴ˮ�
©ĕŖêŘƚĸĆƍ̅čƅĸƹĕŘ�ōêŘĭƢêĭĕ�čĕƍĸĭŘ˭�©ƚêƚĸĆêōōǀ�ƚǀƂĕ̅ƍêĬĕ�ƹĸƅƚƢêō�ƚǀƂĕƍ�ĸŘ�ŢąŇĕĆƚ̅ŢƅĸĕŘƚĕč�
ōêŘĭƢêĭĕƍ˴�1s¶ ©�ʥʣ�̀ʤʬʬʬ́�ʨʣ̃ʪʨ

ʤʨ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

ʤʩ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

$QLPDO�D� �&RZ�QHZ
)RRG�I� �*UDVV�QHZ
D�HDW�I�

ʤʪ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

$QLPDO�D� �&RZ�QHZ
)RRG�I� �+DPEXUJHU�QHZ
D�HDW�I�

ʤʫ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

ʤʬ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

ʥʣ



¶ǀƂĕ�ĭƅŢƢƂ˵�

ʥʤ



¶ĳĕ�̀©ŢĬƚƺêƅĕ́�gêŘĭƢêĭĕ�1ƿƚĕŘƍĸŢŘ��ƅŢąōĕŖ

Ɣ gĸĬƚƍ�ƚĳĕ�ƹŢĆêąƢōêƅǀ�ĬƅŢŖ�čêƚêƚǀƂĕƍ�ƚŢ�ōêŘĭƢêĭĕƍ
Ɣ �čč�ƍƂĕĆĸǏĆ�ĆŢŘƍƚƅêĸŘƚƍ�ƚŢ�ĆŢŘƍĸčĕƅ�ĕŘĭĸŘĕĕƅĸŘĭ�ƂƅêĆƚĸĆĕƍ˯�ĕ˴ĭ˴˯�ƚĳĕ�čĸƍƚĸŘĆƚĸŢŘ�ąĕƚƺĕĕŘ�ƚĳĕ�

ƍƂĕĆĸǏĆêƚĸŢŘ�êŘč�ƚĳĕ�ĸŖƂōĕŖĕŘƚêƚĸŢŘ

ʥʥ



g1�� ŢŘƍƚƅêĸŘƚƍ
ʤ˴ 1ƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀ�ĸŘ�ąŢƚĳ�čĸŖĕŘƍĸŢŘƍˮ�Tƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�ĕƿƚĕŘč�ƚĳĕ�ƍǀŘƚêƿ�êŘč�êčêƂƚ�

ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ�êĆĆŢƅčĸŘĭōǀ˴�HƢƅƚĳĕƅŖŢƅĕ˯�ĸƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�ĸŘƚƅŢčƢĆĕ�Řĕƺ�
ƍĕŖêŘƚĸĆƍ�ŢŘ�ƚŢƂ�ŢĬ�ĕƿĸƍƚĸŘĭ�ƍǀŘƚêƿ˴

ʥ˴ ©ƚƅŢŘĭ�ƍƚêƚĸĆ�ƚǀƂĕ�ƍêĬĕƚǀˮ��ōō�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�čĕǏŘĕč�ĬŢƅ�êōō�ƍǀŘƚêƿ˴

ʦ˴ sŢ�ŖŢčĸǏĆêƚĸŢŘ�Ţƅ�čƢƂōĸĆêƚĸŢŘˮ�1ƿĸƍƚĸŘĭ�ōêŘĭƢêĭĕ�ƍƂĕĆĸǏĆêƚĸŢŘƍ�êŘč�ĸŖƂōĕŖĕŘƚêƚĸŢŘƍ�
ƍĳŢƢōč�Řĕĸƚĳĕƅ�ąĕ�ŖŢčĸǏĕč�ŘŢƅ�čƢƂōĸĆêƚĕč˴

ʧ˴ ©ĕƂêƅêƚĕ�ĆŢŖƂĸōêƚĸŢŘˮ� ŢŖƂĸōĸŘĭ�ê�Řĕƺ�ōêŘĭƢêĭĕ�̀ĕ˴ĭ˴˯�ƍǀŘƚêĆƚĸĆ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘ�Ţƅ�Řĕƺ�
ƍĕŖêŘƚĸĆƍ́�ƍĳŢƢōč�ŘŢƚ�ĕŘĆŢŖƂêƍƍ�ƅĕ̆ĆŢŖƂĸōĸŘĭ�ƚĳĕ�ŢƅĸĭĸŘêō�ƍǀŘƚêƿ�Ţƅ�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ˴

ʨ˴ TŘčĕƂĕŘčĕŘƚ�ĕƿƚĕŘƍĸąĸōĸƚǀˮ�Tƚ�ƍĳŢƢōč�ąĕ�ƂŢƍƍĸąōĕ�ƚŢ�ĆŢŖąĸŘĕ�êŘč�Ƣƍĕ�ŇŢĸŘƚōǀ�ōêŘĭƢêĭĕ�
ĕƿƚĕŘƍĸŢŘƍ�̀ƍǀŘƚêƿ�Ţƅ�ƍĕŖêŘƚĸĆƍ́�ĸŘčĕƂĕŘčĕŘƚōǀ�čĕƹĕōŢƂĕč˴

ʥʦ



gêŘĭƢêĭĕ�ĬêŖĸōĸĕƍˮ�ƚĳĕ�ĳŢōǀ�ĭƅêĸō

ʥʧ



¶êŊĕ�êƺêǀ�Ŗĕƍƍêĭĕƍ
¶ĳĕ�g1��
Ɣ ōĸĬƚƍ�ƚĳĕ�ĆŢŘƍƚƅêĸŘƚƍ�čƅêƺŘ�ĬƅŢŖ�ƚĳĕ�1��ƚŢ�ƚĳĕ�©g1�ĆŢŘƚĕƿƚ
Ɣ ƂƅŢƹĸčĕƍ�ê�ĬƅêŖĕƺŢƅŊ�ƚŢ�ƅĕêƍŢŘ�ŢŘ�ōêŘĭƢêĭĕ�ĕƿƚĕŘƍĸŢŘ�êŘč�ĸƚƍ�ĆĳêōōĕŘĭĕƍ
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